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1.4. 運動方程式の立て方、解き方 

一般に、運動方程式は質量マトリクス𝑀、減衰マトリ

クス𝐶、剛性マトリクス𝐾を用いて 

 𝑀{𝑥}̈ + 𝐶{𝑥}̇ + 𝐾{𝑥} = {𝐹}𝑒𝑖𝜔𝑡 (1.129)   

と表されます。未定係数法より{𝑥} = {𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡と置いて上

式を整理すれば、振動振幅{𝑋}は次のように求められます。 

 

(−𝜔2𝑀 + 𝑖𝜔𝐶 + 𝐾){𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡 = {𝐹}𝑒𝑖𝜔𝑡 

{(−𝜔2𝑀 + 𝐾) + 𝑖(𝜔𝐶)}{𝑋} = {𝐹} 

{𝑋} = {(−𝜔2𝑀 +𝐾) + 𝑖(𝜔𝐶)}−1{𝐹} 

(1.130)   

上記手順の中で、手間がかかるのは 

１． 運動方程式を立てること 

２． 逆行列を計算すること 

です。この節では、運動方程式を簡単に立てる方法と、

複素数を含む行列の逆行列の計算方法を簡単に整理して

おきます。 

 

1.4.1. 運動方程式の立て方 

運動方程式をミスなく、機械的に組み上げる方法があ

ります。この方法は、１度意味を知った後は、そういう

ものだと思って使えば非常に便利です。図(欄外)のような

２質点のばねマスの運動方程式で説明しますが、多自由

度でも同じです。 

 
𝑚1𝑥1̈ + 𝑘2(𝑥1 − 𝑥2) + 𝑘1𝑥1 = 0 

𝑚2𝑥2̈ + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) = 𝐹2 sin𝜔𝑡 
(1.131)  

上式において、質点間に連結されたばね𝑘2は、相対距離

に比例した反力を発生することを表しています。また、

接地されたばね𝑘1は、質点𝑚1の変位に比例した反力を発

生します。上式を行列で書き直し、ばね要素𝑘1、𝑘2を分

けて表すと 

 [
𝑚1 0
0 𝑚2

] {
𝑥1̈
𝑥2̈
} + {[

𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

] + [
𝑘1 0
0 0

]} {
𝑥1
𝑥2
} = {

0
𝐹2 sin𝜔𝑡

} (1.132)   

となります。上式より質点間に連結されたばね要素は 

 ばね要素 [
𝑘 ⋯ −𝑘
⋮ ⋱ ⋮
−𝑘 ⋯ 𝑘

] (1.133)   

 

𝑘1 

 

𝑚2 

 

 

𝑚1 

𝑘2 

𝐹2sin𝜔𝑡 

𝑥1 

𝑥2 
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と表され、相対距離に比例した反力が２つの質点に働く

ことを表現していることがわかります。一方、接地され

たばね要素は 

 接地されたばね要素 [
⋱ ⋮ ⋰
⋯ 𝑘 ⋯
⋰ ⋮ ⋱

] (1.134)  

と表されます。減衰要素も同様の考え方で組み上げるこ

とができます。 

 

1.4.2. 強制変位入力の与え方 

強制変位入力の与え方を考えます。例えば、下図のよ

うに周期的に波打つ路面の変位𝑥3 = 𝑋3 sin𝜔𝑡が、ばね𝑘3
を介して２質点のばねマスモデルに入力される場合、そ

の運動方程式は 

 
𝑚1𝑥1̈ + 𝑘2(𝑥1 − 𝑥2) = 0 

𝑚2𝑥2̈ + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) = 𝑘3(𝑋3 sin𝜔𝑡 − 𝑥2) 
(1.135)  

と表されます。上式を行列で書き直して整理すると 

 [
𝑚1 0
0 𝑚2

] {
𝑥1̈
𝑥2̈
} + {[

𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

] + [
0 0
0 𝑘3

]} {
𝑥1
𝑥2
} = {

0
𝑘3𝑋3 sin𝜔𝑡

} (1.136)  

となります。結果として強制変位入力は、入力点をばね

要素𝑘3で接地し、ばね定数𝑘3に比例した力𝑘3𝑋3 sin𝜔𝑡を

質点𝑚2に与えればよいことになります。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑚2 

 

𝑚1 

𝑘2 

𝑋3sin𝜔𝑡 

𝑥1 

𝑥2 

𝑘3 

 

 

𝑚2 

 

𝑚1 

𝑘2 

𝑘3𝑋3sin𝜔𝑡 

𝑥1 

𝑥2 

 

𝑘3 

トーマス・エジソン 

あらゆるものには輝くダイヤが隠されている。磨けば光る。 
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1.4.3. 減衰を含む運動方程式の解き方 

一般に、運動方程式は質量マトリクス𝑀、減衰マトリ

クス𝐶、剛性マトリクス𝐾を用いて 

 𝑀{𝑥}̈ + 𝐶{𝑥}̇ + 𝐾{𝑥} = {𝐹}𝑒𝑖𝜔𝑡 (1.137)   

と表されます。未定係数法より{𝑥} = {𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡と置いて上

式を整理すれば、振動振幅{𝑋}は次のように求められます。 

 

(−𝜔2𝑀 + 𝑖𝜔𝐶 + 𝐾){𝑋}𝑒𝑖𝜔𝑡 = {𝐹}𝑒𝑖𝜔𝑡 

{(−𝜔2𝑀 + 𝐾) + 𝑖(𝜔𝐶)}{𝑋} = {𝐹} 

{𝑋} = {(−𝜔2𝑀 +𝐾) + 𝑖(𝜔𝐶)}−1{𝐹} 

(1.138)  

  

上式を計算するには複素数𝑖が含まれる行列の逆行列を

求める必要があります。ここで、上式の実部と虚部を 

 
−𝜔2𝑀 +𝐾 ≡ 𝐴 

𝜔𝐶 ≡ 𝐵 
(1.139)  

と置きかえ、𝐴 + 𝐵𝑖の逆行列を𝛼 + 𝛽𝑖とすると 

 (𝐴 + 𝐵𝑖)(𝛼 + 𝛽𝑖) = 1 (1.140)  

の関係があります。上式を実数と虚部に分けると 

 𝐴𝛼 − 𝐵𝛽 + (𝐴𝛽 + 𝐵𝛼)𝑖 = 1 (1.141)  

となります。ここで、上式を恒等式として考えれば 

 𝐴𝛼 − 𝐵𝛽 = 1 (1.142)   

 𝐴𝛽 + 𝐵𝛼 = 0 (1.143)   

の関係から𝛼と𝛽を求めることができます。式(1.143)より 

 𝛽 = 𝐴−1(−𝐵𝛼) (1.144)   

上式を式(1.142)に代入することで 

 

𝐴𝛼 + 𝐵𝐴−1𝐵𝛼 = 1 

(𝐴 + 𝐵𝐴−1𝐵)𝛼 = 1 

𝛼 = (𝐴 + 𝐵𝐴−1𝐵)−1 

(1.145)  

𝛼を𝐴と𝐵で表現することができました。上式を式(1.144)

に代入すれば 

 
𝛽 = 𝐴−1(−𝐵𝛼)

= −𝐴−1𝐵(𝐴 + 𝐵𝐴−1𝐵)−1 
(1.146)  

となり、𝐴 + 𝐵𝑖の逆行列𝛼 + 𝛽𝑖が求められます。以上より、

式(1.138)の３行目の逆行列は次のように置き換えられ、

振動振幅{𝑋}を求めることができます。 

 

{𝑋} = {𝐴 + 𝐵𝑖}−1{𝐹}

= (𝛼 + 𝛽𝑖){𝐹}

= {(𝐴 + 𝐵𝐴−1𝐵)−1 + 𝑖(−𝐴−1𝐵(𝐴 + 𝐵𝐴−1𝐵)−1)}{𝐹} 

(1.147)   




